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کورتیس- گیري عددي کلنشاروش معادلات مجزا، انتگرالتحلیل دینامیکی،،اندرکنش سد و فونداسیون: هاکلید واژه

چکیده
هاي عظیمی هستند که از یک سو سهم بسزایی در توسعه و آبادانی یک کشور داشته و از سوي دیگر بروز اختلال در سدها از جمله سازه

با . از این رو باید در برابر بلایاي طبیعی از جمله زلزله عملکرد مناسبی داشته باشند. گردده خسارات فراوان جانی و مالی میعملکرد آنها منجر ب
- از آنجایی که بسیاري از روش. شودها استفاده میاي آنهاي عددي گوناگونی براي تحلیل لرزهتوجه به پیچیدگی موجود در رفتار سدها، از روش

هاي عددي به یک موضوع تحیقیقاتی مهم در بین محققین داراي فرمولاسیون پیچیده و زمان تحلیل بالایی هستند، توسعه روشهاي عددي
در . و فونداسیون استنش سد تحلیلی معادلات مجزا براي درنظر گرفتن اثرات اندرکتوسعه روش نیمهتحقیقهدف از انجام این . تبدیل شده است

شود که این امر منجر به کاهش یک بعد از فضاي مسئله سازي میهاي غیرایزوپارامتریک گسستهسئله با استفاده از الماناین روش، فقط مرز م
با درنظر گرفتن این موارد، . آیندهاي ضرایب به صورت قطري در میعلاوه بر این با توجه به خصوصیات روش معادلات مجزا، ماتریس. گرددمی

پذیري خاك زیر سد باید اثرات انعطافکه در تحلیل سدهابا توجه به این. هاي محاسباتی کاهش خواهد یافتنتیجه هزینهمدت زمان تحلیل و در 
براي این منظور از . در نظر گرفته شود، در این تحقیق مسئله اندرکنش سد و خاك با در نظر گرفتن محیط محدود خاك مورد بررسی قرار گرفت

سازه استفاده شده است، بدین صورت که ابتدا محیط خاك مورد تحلیل قرار محیطسازي محیط خاك وراي گسستهبجداگانهدو نقطه مرجع
دست آمده از روش حاضر با نتایج بدست آمده از در نهایت نتایج به. شده استدست آمده براي تحلیل محیط سازه استفاده گرفته، سپس از نتایج به

.دهنده دقت بالاي این روش براي حل مسائل اندرکنش استیده که نشانهاي عددي مقایسه گردسایر روش

مقدمه
به . حل معادلات حاکم بر مسائل گوناگون مهندسی، یکی از مهمترین مسائلی است که در طول تاریخ مورد توجه محققین قرار گرفته است

به . عوامل متعددي در حل این مسئله تأثیرگذار است. یون اشاره نمودتوان به مسئله اندرکنش دینامیکی سد و فونداسعنوان یکی از این مسائل می
در نظر گرفتن این امر منجر به پیچیدگی در رفتار و تحلیل . پذیري خاك زیر سد اشاره نمودتوان به انعطافعنوان یکی از مهمترین عوامل می

ها از اي سدها، امري غیرممکن بوده و محققین براي تحلیل این نوع سازههاي تحلیلی براي تحلیل لرزهبنابراین استفاده از روش. گرددسدها می
هاي عددي داراي فرمولاسیون پیچیده و زمان تحلیل بالایی هستند، توسعه از آنجایی که بسیاري از روش. نمایندهاي عددي استفاده میروش
. تهاي عددي به یک موضوع تحیقیقاتی مهم در بین محققین تبدیل شده اسروش

Chopra)چوپرا و گوپتا and Gupta, نهایت را با استفاده از روش اجزاي محدود، پاسخ سیستم اندرکنش سد و فونداسیون نیمه بی(1982
اي به صورت میدان در این بررسی تحریک لرزه. تحت شتاب هارمونیک واحد اعمال شده در دو راستاي افقی و قائم در حوزه فرکانس بررسی نمودند

,.Lofti et al)لطفی و همکاران.اي در نظر گرفته شدد اعمال گردید و رفتار مصالح سد و فونداسیون به صورت خطی و تنش صفحهآزا با (1987
نظر انجام مطالعه پارامتري روي مدل اندرکنشی چوپرا به این نتیجه رسیدند که اگر عمق فونداسیون به صورت محدود و چهار برابر ارتفاع سد در

اي سد وزنی از روش اجزاي مرزي در حوزه دومینگز و مدینا، براي بررسی رفتار لرزه. رفته شود، نتایج تحلیل داراي دقت مناسبی خواهد بودگ
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,Medina and Domínguez)فرکانس استفاده نمودند - صورت خطی درنظر گرفته و از موجآنها در این تحقیق رفتار سد و فونداسیون را به. (1989

استفاده هاي ترکیبی نیز شده، در تحلیل اندرکنش سد و فونداسیون از روشعلاوه بر موارد ذکر . به عنوان تحریک پایه استفاده نمودندPو SVهاي
و اجزاي مرزي، تحلیل دینامیکی اندرکنش سد و فونداسیون را انجام داده-یزدچی و همکاران با استفاده از روش ترکیب اجزاي محدود. شده است

,.Yazdchi et al)اي که روي محیط نیمه بینهایت خاك قرار گرفته است پرداختندبه بررسی پاسخ گذراي سازه ها در این تحقیق از روش آن. (1999
یون نهایت استفاده نموده و پاسخ اندرکنش سد و فونداسسازي خاك نیمه بیسازي سازه و از روش اجزاي مرزي براي مدلاجزاي محدود براي مدل

.انددست آوردههاي مختلف فونداسیون بهرا براي سختی
نهایت در حوزه زمان خداکرمی و خاجی از یک روش عددي جدید به نام معادلات مجزا براي حل مسائل انتشار امواج در محیط نیمه بی

Khodakarami and)شناسی را مورد بررسی قرار دادنداستفاده نمودند و مسائل مربوط به لرزه Khaji, -تحلیلی میاین روش یک روش نیمه. (2014
هاي منحصر به فرد خود منجر به قطري باشد که مزایاي روش اجزاي محدود و اجزاي مرزي را به صورت همزمان دارا بوده و با استفاده از ویژگی

و تا )1390ی،خداکرم(خاجی ابداع گردیدتوسط خداکرمی و2011این روش در سال . گرددشدن ماتریس ضرایب و غیردرگیر شدن معادلات می
,Khaji and Khodakarami)کنون در حل مسائل مختلف مورد استفاده قرار گرفته است  (2012)) ،(Khaji and Khodakarami, (2011) , (2013)) ،

(Khodakarami and Khaji, (2011)) ،(Khodakarami, et al., (2012)).
مسئله اندرکنش سد و فونداسیون محدود با استفاده از روش معادلات مجزا مورد بررسی قرار گرفته و نحوه در این تحقیق براي اولین بار

هاي در نهایت، صحت و دقت نتایج به دست آمده با ارائه مثالی با سایر روش. حل این مسئله تحت بار دینامیکی در حوزه فرکانس ارائه شده است
.عددي بررسی شده است

عادلات مجزامبانی روش م
سازي هندسه و فیزیک مسئله در روش معادلات مجزا، ابتدا یک نقطه به عنوان مرجع مختصات محلی انتخاب شده و تمام به منظور مدل

لازم است در تعیین محل این نقطه در مسائل مختلف ضوابط خاصی . گرددخصوصیات هندسی و فیزیکی مسئله نسبت به این نقطه ارزیابی می
.گیردردد که در ادامه مورد بحث قرار میمنظور گ

)ب()الف(
تبدیل محورهاي مختصات کلی به مختصات محلی)بسازي هندسه مسائل دو بعدي؛ مدل) الف:1شکل 

الف-1شکلدر . شودسازي میهایی با یک بعد کمتر از بعد فضاي مسئله گسستهده از الماندر این روش، فقط مرزهاي مسئله با استفا
: گردندبا توجه به انتخاب محورهاي محلی، مرزهاي مسئله به دو دسته تقسیم می. سازي هندسه مسائل دو بعدي نشان داده شده استنحوه مدل

در این روش فقط باید مرزهاي . گذردها از این نقطه نمیگذرد و مرزهایی که امتداد آنمی) LCO(مرجع محلی ها از نقطه که امتداد آنمرزهایی
مختصات هر نقطه درون حوزه مسئله در مختصات کلی با . سازي نمودنوع اول را گسسته ˆ ˆx,y و هر نقطه از مرز مسئله نیز با x,y تعیین

ξگردد؛ محوراستفاده میوξهاينشان داده شده است، در دستگاه مختصات محلی از دو محور با نامب-1شکل طور که در همان. گرددمی
.گرددنیز معرف محوري مماسی است که فقط بر روي مرزها تعریف میشود، و محورشروع میLCOف محور شعاعی است که از معر

) روي مرز(و یک ) LCOدر (باشد اما تغییرات محور شعاعی براي مسائل محدود بین صفر می+ 1تا -1محدوده تغییرات محور مماسی بین 
براي انتقال هندسه از مختصات کلی به مختصات محلی، از توابع . شودنهایت در نظر گرفته میو براي مسائل نامحدود بین یک تا بیباشد می

.گرددباشند، به شکل زیر استفاده میچبیشف میهاي مرتبه بالاي اينگاشت که از نوع چندجمله
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:مختصات هر نقطه از مسئله با استفاده از این توابع به صورت زیر خواهد بود. باشندمی
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1ξبا قرار دادن آیددر این روابط، مختصات هر نقطه روي مرز مسئله به دست می:

)4(   x x  

)5(   y y  

ˆ(رابطه بین جزء سطح المان در مختصات کلی  ˆd x d y ( و مختصات محلی)d ξ d η (باشدبه صورت زیر می:

)6(   J Jˆˆ ˆd Ω d x d y ξ,η d ξ d η ξ η d ξ d η  

و در آن  J ηباشدماتریس ژاکوبین انتقال بر روي مرزها می:
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:باشدها در دو دستگاه مختصات کلی و محلی به صورت زیر میهمچنین رابطه بین مشتق
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:در نظر گرفت) 12(و ) 11(توان به صورت روابط می) 3(و ) 2(با استفاده از روابط وξبردار نرمال عمود بر سطح را براي دو امتداد
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شوند و یکی از نشان داده می[N]گردد که در حالت کلی با خاصی استفاده میهاي سازي فیزیک مسئله از توابع شکل با ویژگیبراي مدل
گیرد وابع شکل انجام مییابی خواص فیزیکی مسئله بر روي مرزها با استفاده از این تدرون. باشدهاي ضرایب میسازي ماتریسعوامل مهم در قطري

ها که مشتق اول آنباشند، و دیگري اینها مینقاط گرهی المانکه داراي دو ویژگی مهم هستند؛ یکی اینکه داراي خاصیت دلتاي کرونیکر در 
توابع شکل پیشنهادي در این روش براي یک المان . ها برابر صفر استنسبت به محورهاي محلی مماسی در تمام گره ηn 1 گرهی، یک

اي از مرتبه چندجمله 2 1ηn  2باشد که دارايمی)13(مانند رابطه ηnهاي بیان و این پارامترها با استفاده از ویژگیپارامتر مجهول است
.گردندشده، تعیین می
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m
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کم و شرایط مرزيمعادله حا
هاي قبلی اشاره گردید، مسئله مورد بررسی در این تحقیق، مسئله اندرکنش دینامیکی سد و فونداسیون محدود، در گونه که در بخشهمان

در مختصات کارتزین و در حوزه باشد که معادله حاکم بر این مسائل، معادله تعادل می). مسئله الاستودینامیک(باشد محدوده الاستیک مصالح می
:گرددزمان به صورت زیر تعریف می

ij, j i iσ f ρu 0   )14(

,ijدر این رابطه  jσگر اجزاي تانسور تنش دوبعدي بوده و بیانifمنظور حل به. ي مسئله هستندهاي نیروهاي حجمی اعمال شده بر فضانیز مؤلفه
:دهیمدر حوزه فرکانس، با استفاده از تبدیلات زیر، معادله حاکم را از حوزه زمان به حوزه فرکانس انتقال می

     i iˆu t u ω exp jωt )15(

     2
i iˆu t ω u ω exp jωt  )16(

     ωtωσ̂tσ jij,jij, jexp )17(

     ωtωf̂tf ii jexp )18(

jکه در آن  1 گرددبنابراین معادله حاکم بر مسائل الاستودینامیک در حوزه فرکانس به صورت زیر بازنویسی می. باشدمی:

02  iijij, ûρωf̂σ̂ )19(

ها شرایط مرزي حاکم بر هر یک از محیط. هاي مرزي حاکم بر مسئله را ارضا نمودبراي حل مسئله اندرکنش دینامیکی سد و فونداسیون، باید شرط
شرط (صورت ترکشن که این شرط براي محیط سد به : مرز اندرکنششرایط مرزي خارج از ) 1. شودبه دو قسمت تقسیم می) سد و فونداسیون(

در )) D(شرط مرزي دیریکله (جایی صفر و جابه)) N(شرط مرزي نیومن (و براي محیط خاك به صورت مجموع شرایط ترکشن )) N(مرزي نیومن 
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مرز زمان در ها به صورت همآن، باید تعادل و سازگاري تغییرشکلکه براي ارضاي : شرایط مرزي روي مرز اندرکنش) 2شود؛ نظر گرفته می

).2شکل (اندرکش برقرار باشد 

انواع شرایط مرزي موجود بر مرزهاي مسئله:2شکل 

دستگاه معادلات حاکم در فضاي روش معادلات مجزا
دار، توابع شکل و نگاشت معرفی هاي وزنبر اساس روش باقیمانده)14(دستگاه معادلات حاکم با استفاده از فرم انتگرالی معادله حاکم 

:آیدي زیر در میکورتیس به صورت قطري شده-گیري کلنشاکارگیري روش انتگرالو به2شده در بخش 

 0 1 b
,ξξ ,ξ

ˆˆ ˆ ˆξ D u D u ω ξ Mu ξ F ξ,ω 0   2 )20(

یا

)21(

0 2
11 1 11 111 11

0 2
2 2 22 2222 22

0 2
n n nn nnn 22, ,

F̂ˆ ˆ ˆu u M 0 0 uD 0 0 D 0 0
ˆ ˆ ˆu u 0 M 0 u0 D 0 0 D 0

ω

ˆ ˆ ˆu u 0 0 M u0 0 D 0 0 D 

          
          

                                                     

 
 
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0
ˆ 0F

0F̂
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  
     



:ها و بردارهاي ضرایب موجود در رابطه اخیر از روابط زیر قابل محاسبه هستندماتریس
T10 1 1

1
D B D B J d η




  )22(

T11 1 2
,η1

D B D B J d η



  )23(
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1
F N f J d η




  )24(

1 T

1
M N ρ N J d η




  )25(

.باشدمیωر فرکانسبردار نیروهاي حجمی گرهی در نقاط کنترل روي مرزها دbF̂باشد و دلتاي کرونیکر میijδهاي فوق، که در رابطه
شود معادله حاکم بر هر درجه آزادي در امتداد محور شعاعی که یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم از نوع بسل گونه که دیده میهمان

جه آزادي با استفاده از رابطه پاسخ این معادله دیفرانسیل براي هر در. آیدغیرهمگن است، به صورت مجزا از سایر درجات آزادي به دست می
:آیدتحلیلی زیر به دست می
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آیند و ضرایب ثابتی هستند که با اعمال صحیح شرایط مرزي براي هر درجه آزادي در راستاي محور شعاعی به دست میBو Aطه که در این راب
:شوندن میاز روابط زیر تعییiaو iλضرایب
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)27(
0

2
2

ii

ii
i

D

Mωλ 

)28(
0

1

ii

ii
i

D

D
a 

نحوه حل معادله حاکم بر مسئله اندرکنش سد و فونداسیون محدود
اشاره شد، براي حل معادله حاکم بر مسوله اندرکنش خاك و فونداسیون محدود، باید هر یک از دو محیط مورد گونه که در بالاهمان

مرزهاي مریوط به اعمال شرایط مرزي نیز به دو دسته . تحلیل قرار گرفته و با اعمال شرایط مرزي، حل کلی معادله در راستاي شعاعی انجام پذیرد
بنابراین براي حل مسئله از دو . مرزهاي غیر واقع بر روي مرز اندرکنش) 2روي مرز اندرکنش قرار گرفته باشند و مرزهایی که ) 1:تقسیم شدند

).3شکل (نقطه مرجع استفاده نمود 

در نظر گرفتن دو نقطه مرجع براي حل مسئله اندرکنش خاك و سازه:3شکل 

انتخاب مناسب این توزیع . شودحوه حل مسئله بدین صورت است که ابتدا محیط خاك تحت اثر یک توزیع ترکشن اولیه تحلیل مین
بنابراین براي حل این مسئله از توزیع ترکشن به دست آمده از روش اجزاي . باشدترکشن اولیه، در رسیدن سریع به جواب مسئله بسیار مهم می

1براي فرکانس توزیع تنش به دست آمده از روش اجزاي محدود براي مسئله مرجع در مرز اندرکنش و )4(در شکل . استمحدود استفاده شده 

Hz شده استنمایش داده.
نحوه حل ارائه شده توسط روش . گیردتحت اثر این توزیع ترکشن، محیط خاك با استفاده از روش معادلات مجزا مورد بررسی قرار می

هایی از محیط که تحت بارگذاري قرار بدین صورت است که در مرحله اول تنها گره. پذیرددر این مقاله در سه مرحله صورت میمعادلات مجزا
و ترکشنی برابر با مقدار ترکشن موجود روي مرز ) LCO)0ξجایی برابر صفر در مرزي جابهشوند و با اعمال شرایط اند تحلیل میگرفته

)1ξ (گیري ، ضرایب انتگرالA وB رابطه)براي انجام مرحله دوم . بدین ترتیب مرحله اول حل به اتمام رسیده است. شوندمحاسبه می) 26
ها در از جمع ترکشن تمامی گره) LCOT(بدین صورت که مقدار ترکنش موجود در نقطه مرجع . تحلیل باید از مفهومی به نام بازتویع استفاده نمود

LCOگرددمشخص می)30(خارجی با استفاده از رابطه ريمحاسبه و سهم ترکشن هر گره از بارگذا:

Hz 1توزیع تنش به دست آمده از روش اجزاي محدود در مرز اندرکنش در فرکانس : 4شکل 
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با این تفاوت که این بار حل مسئله براي تمامی . نمودحل را مطابق روند توضیح داده شده در بالامسئلهباید بار دیگر ،در مرحله دوم حل
- انتگرالهاي مطابق روند ارائه شده در بالا مقدار ثابت.پذیردر اساس ترکشن بازپخش شده انجام میها تحت اثر نیروي حجمی محاسبه شده بگره

هم در پایان این مرحله پاسخ محیط خاك با در نظر گرفتن س. بدین ترتیب گام دوم حل نیز به اتمام رسیده است. شوندمحاسبه میBو Aگیري 
جایی مرزهاي کناري و پایینی در حل مسئله اما در این مرحله اثرات مربوط به صفر بودن جابه. ن شده استها پس از انجام بازتوزیع تعییتمامی گره

هاي به دست آمده روي مرز اندرکنش را جاییبراي این منظور، براي بار دوم از مفهموم بازتوزیع استفاده نموده و مقدار جابه. لحاظ نشده است
یط خاك به صورت کامل تحلیل گردیده و از نتایج به دست آمده روي مرز اندرکنش به عنوان شرایط مرزي بدین ترتیب مح. نماییمتعیین می

.نماییممحیط سازه استفاده می
با این تفاوت که حل محیط سازه در دو مرحله و با انجام . باشدتحلیل محیط سازه دقیقاً مشابه موارد ذکر شده براي حل محیط خاك می

1ξ(پذیرد و شرایط مرزي اعمال شده براي این محیط به ترتیب است که در مرز غیر اندرکنشی ع صورت مییک بار بازتوزی  ( از شرایط ترکشن
) ي دیریکلهشرط مرز(جایی برابر با نتایج به دست آمده از حل محیط خاك از شرط جابه) 0ξ(و در مرز اندرکنشی ) زي نیومنشرط مر(

.نماییماستفاده می

مثال عددي
بدین . در تحقیق حاضر، یک مثال عددي در حالت دو بعدي براي تحلیل دینامیکی اندرکنش سد و فونداسیون در نظر گرفته شده است

سد در نظر گرفته شده برابر عرض 3برابر عرض سد در نظر گرفته شده است و عرض فونداسیون نیز 2صورت که عمق فونداسیون و ارتفاع سد 
.))5(شکل (است

مسئله مرجع مورد بررسی در این تحقیقهندسه و بارگذاري :5شکل 

.باشدمی)1(مصالح مورد استفاده در محیط خاك و سد داراي خصوصیاتی مشابه موارد ذکر شده در جدول 

مرجعمشخصات مصالح مورد استفاده در مسئله : 1جدول 
E

0.232000 kg
m

6
23 10 N

m
فیزیکی محیط خاكمشخصات

0.332500 kg
m

7
23 10 N

m
فیزیکی محیط سازهمشخصات

سازي مرزهابراي گسستههاي سه گرهیاز المانها در نظر گرفته شده و قطه مرجع محیط خاك و سازه در پایین آندر حل مسئله، ن
. ز سه المان استفاده شده استسازي محیط سازه االمان و براي گسسته7سازي محیط خاك از ین ترتیب که براي گسستهبد. استفاده شده است

.دهدنشان میرا LCOیري ها و محل قرارگآرایش شماتیک المان)6(شکل 
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)ب()الف(
محیط سازه) محیط خاك؛ ب)الف:  سازي مرز مسئله درمحل قرارگیري نقطه مرجع و گسسته:6شکل 

جایی افقی تاج سد در در این نمودار جابه. مثال مذکور در شکل زیر نمایش داده شده استخروجی برنامه کامپیوتري تدوین شده از حل 
.))7(شکل (برابر فرکانس بارگذاري رسم شده است و نتایج به دست آمده با نتایج به دست آمده با روش اجزاي محدود مقایسه شده است

مده از حل مسئله مرجع با استفاده از روش معادلات مجزا و روش اجزاي محدودنتایج به دست آمقایسه :7شکل 

گیرينتیجه
در این تحقیق به منظور تحلیل دینامیکی مسئله اندرکنش سد و فونداسیون از یک روش نیمه تحلیلی به نام روش معادلات مجزا استفاده 

با در نظر گرفتن این امر و این . آیدشدن ماتریس ضرایب، به صورت غیر درگیر در میدر این روش معادله حاکم بر مسئله به علت قطري. شده است
پذیرد، حجم محاسبات مورد نیاز در این موضوع که حل مسئله در روش معادلات مجزا در فضایی با یک بعد کمتر از فضاي اصلی مسئله صورت می

اس مطالعه انجام شده، براي حل مسئله اندرکنش سد و فونداسیون باید از دو نقطه بر اس.هاي موجود خواهد بودروش بسیار کمتر از سایر روش
هاي خاك و سازه باید روي مرز پایینی قرار گرفته و با اعمال شرط تعادل و این نقطه در هر یک از محیطبدین صورت که . مرجع استفاده نمود
در این تحقیق براي بررسی میزان دقت و صحت روش حل ارائه شده از یک مسئله .ها، ارتباط بین دو محیط را برقرار نمودسازگاري تغییرشکل

بدین صورت که یک سازه با فونداسیون محدود مورد بررسی قرار گزفته و نتایج به دست آمده از این روش با نتایج به دست . مرجع استفاده گردید
دهنده دقت بالا و صحت نتایج به دست آمده از روش معادلات جام شده، نشاني انمقایسه. آمده از روش اجزاي محدود مورد بررسی قرار گرفت

.باشدمجزا می
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